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In	
  order	
  to	
  estimate	
  ejecta	
  in	
  a	
  DSA,	
  it	
  is	
  necessary	
  to	
  understand	
  and	
  bound	
  the	
  
pressure	
  unloading	
  angle	
  𝜃.    	
  A	
  complete	
  derivation2	
  is	
  beyond	
  the	
  scope	
  of	
  this	
  
small	
  report,	
  but	
  it	
  is	
  fairly	
  easy	
  to	
  understand.	
  	
  The	
  rarefaction	
  unloading	
  angle	
  𝜃  is	
  
given	
  by	
  θ = arctan(c /us )	
  where	
  c	
  is	
  the	
  sound	
  velocity	
  in	
  the	
  metal,	
  and	
  𝑢!	
  is	
  the	
  shock	
  
velocity.	
  	
  As	
  shocks	
  become	
  stronger,	
  the	
  unloading	
  angle	
  decreases	
  because	
  the	
  
shock	
  moves	
  much	
  faster	
  than	
  the	
  sound	
  velocity,	
  which	
  is	
  the	
  velocity	
  at	
  which	
  the	
  
sideways	
  unloading	
  occurs.	
  	
  For	
  all	
  materials,	
  as	
  a	
  shock	
  gets	
  weaker,	
  its	
  velocity	
  
smoothly	
  and	
  linearly	
  approaches	
  the	
  sound	
  velocity.	
  	
  The	
  weakest	
  shocks	
  thus	
  give	
  
the	
  largest	
  unloading	
  angle.	
  In	
  the	
  limiting	
  case	
  for	
  weak	
  shocks,	
  𝑢!  approaches	
  c	
  
and	
  the	
  rarefaction	
  angle	
  smoothly	
  approaches	
  45	
  degrees3.	
  	
  This	
  formula	
  also	
  
defines	
  the	
  angle	
  that	
  bounds	
  the	
  undisturbed,	
  i.e.	
  zero	
  pressure,	
  volume	
  of	
  the	
  
target,	
  denoted	
  by	
  the	
  dashed	
  black	
  lines.	
  This	
  is	
  the	
  bounding	
  case	
  for	
  ejecta	
  
formation.	
  	
  
	
  
The	
  dashed	
  black	
  line	
  defines	
  the	
  outer	
  border	
  of	
  the	
  rarefaction	
  zone;	
  outside	
  of	
  
this	
  line	
  (at	
  larger	
  radii),	
  the	
  pressure	
  remains	
  zero.	
  This	
  zone	
  of	
  zero	
  pressure	
  is	
  
depicted	
  in	
  grey	
  shading.	
  The	
  pressure	
  below	
  the	
  gray	
  shaded	
  volume	
  (below	
  the	
  
dashed	
  line)	
  is	
  greater	
  than	
  zero.	
  If	
  that	
  pressure	
  is	
  greater	
  than	
  the	
  strength	
  of	
  the	
  
material,	
  some	
  of	
  the	
  material	
  in	
  the	
  gray	
  shaded	
  area	
  can	
  form	
  ejecta.	
  This	
  is	
  not	
  an	
  
issue	
  of	
  thermal	
  or	
  compression	
  stress.	
  It	
  is	
  solely	
  a	
  function	
  of	
  the	
  target	
  metal’s	
  
structural	
  strength	
  relative	
  to	
  the	
  internal	
  stresses	
  imposed.	
  	
  Any	
  material	
  ejected	
  in	
  
this	
  manner	
  has	
  never	
  been	
  subjected	
  to	
  shock	
  heating	
  or	
  compression.	
  It	
  is	
  a	
  
“cloud”	
  of	
  solid	
  particles	
  generated	
  by	
  physical	
  fracturing,	
  which	
  accounts	
  for	
  the	
  
coherence	
  and	
  uniformity	
  of	
  the	
  ejected	
  material	
  observed	
  in	
  measurements,	
  and	
  
why	
  the	
  ejecta	
  look	
  qualitatively	
  the	
  same	
  regardless	
  of	
  target	
  response.	
  
	
  
This	
  model	
  is	
  bounding	
  for	
  two	
  reasons.	
  First,	
  the	
  angle	
  𝜃  that	
  defined	
  the	
  boundary	
  
of	
  the	
  sideways	
  unloading	
  rarefaction	
  has	
  a	
  maximum	
  value	
  of	
  45	
  degrees	
  in	
  the	
  
limit	
  of	
  a	
  weak	
  shock.	
  For	
  any	
  real	
  experiment,	
  the	
  angle	
  will	
  be	
  less,	
  and	
  the	
  
available	
  volume	
  to	
  form	
  ejecta	
  will	
  be	
  less.	
  Second,	
  not	
  all	
  of	
  the	
  material	
  in	
  the	
  
grey	
  shaded	
  volume	
  will	
  become	
  ejecta.	
  	
  The	
  structural	
  stress	
  placed	
  on	
  material	
  in	
  
the	
  annular	
  region	
  of	
  the	
  target	
  not	
  within	
  the	
  face	
  of	
  the	
  projectile	
  is	
  a	
  maximum	
  at	
  
the	
  target	
  surface.	
  It	
  reduces	
  as	
  one	
  follows	
  the	
  dashed	
  black	
  line	
  through	
  the	
  
material,	
  ending	
  when	
  the	
  back	
  face	
  of	
  the	
  target	
  is	
  reached.	
  That	
  is,	
  the	
  structural	
  
strength	
  of	
  the	
  metal	
  will	
  not	
  be	
  exceeded	
  all	
  along	
  the	
  dashed	
  black	
  line.	
  Neglecting	
  
material	
  strength	
  makes	
  this	
  bounding	
  model	
  extremely	
  conservative.	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  
2	
  Physics	
  of	
  Shock	
  Waves	
  and	
  High-­‐Temperature	
  Hydrodynamic	
  Phenomena,	
  	
  Ya.	
  B.	
  
Zel’dovich	
  and	
  Yu.	
  P.	
  Raizer,	
  Academic	
  Press,	
  New	
  York,	
  1967,	
  p.	
  746	
  et.	
  seq.	
  
3	
  The	
  impact	
  velocity	
  that	
  produces	
  a	
  shock	
  depends	
  on	
  the	
  elastic	
  properties	
  of	
  the	
  
material	
  under	
  impact.	
  The	
  point	
  here	
  is	
  that	
  once	
  the	
  shock	
  velocity	
  decreases	
  to	
  
equal	
  the	
  sound	
  velocity,	
  there	
  is	
  no	
  shock	
  wave,	
  and	
  the	
  material	
  behavior	
  is	
  
completely	
  elastic	
  and	
  reversible.	
  	
  	
  












